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  :ضوابط النشر
  :یشترط في البحوث العلمیة المقدمة للنشر أن یراعى فیھا ما یأتي 

 .أصول البحث العلمي وقواعده   - 

 .ادة العلمیة قد سبق نشرھا أو كانت جزءا من رسالة علمیة ألا تكون الم - 

 .یرفق بالبحث تزكیة لغویة وفق أنموذج معد   - 

 .تعدل البحوث المقبولة وتصحح وفق ما یراه المحكمون  - 

التزام الباحث بالضوابط التي وضعتھا المجلة من عدد الصفحات ، ونوع الخط ورقمھ ، والفترات  - 
 .ل ، وما یستجد من ضوابط تضعھا المجلة مستقبلا  الزمنیة الممنوحة للتعدی

  : تنبیھات

 .للمجلة الحق في تعدیل البحث أو طلب تعدیلھ أو رفضھ  - 

 .یخضع البحث في النشر لأولویات المجلة وسیاستھا  - 

 .البحوث المنشورة تعبر عن وجھة نظر أصحابھا ، ولا تعبر عن وجھة نظر المجلة  - 
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دراسة العلاقة بين التكامل ل Greens Theory))استخدام نظرية جرين 

  الخطي والتكامل الثنائي
 2سوسن مصطفي سعيد – 1حاجآمنة عبد السلام يوسف بال

 الخمس-كلية التربية /قسم الرياضيات 
1 a.a.belhaj@elmergib.edu.ly 

2 s.m.saeed@elmergib.edu.ly 

 الملخص 

كيفية استخدام نظرين جرين لدراسة العلاقة بين التكامل الخطي والتكامل الي يهدف هذا البحث    

الباحثتان علي المنهج الوصفي التحليلي لبيان استخدام نظرية جرين في إيجاد  واعتمدتالثنائي 

العلاقة بين التكامل الخطي والتكامل الثنائي ولتحقيق هدف هذا البحث تم اعداد أسئلة بحثية وتم 

الاهتمام بالتطبيقات المختلفة للتكامل وصي الباحثتان بالإجابة عنها وفي ضوء نتائج البحث ت

باستخدام  ي و التكامل الخطيالتكامل الثنائالعلاقة بين التوسع بدراسة التكامل الخطي ووالثنائي 

تقديم بعض من المقترحات  تم و العلمية نسبة لأهميته في الحياة من خلال تطبيقاتهنظرية جرين 

  والتوصيات لهذا البحث

 التكامل الثنائي  –التكامل الخطي  –نظرية جرين  :المفتاحيةالكلمات 

 

 المقدمة: 

بمثابة علما متسلسلا نلاحظه دائما يتجه للأمام، ويعد أيضا من العلوم  تالرياضيا تعتبر     

التراكمية؛ لأن الحاضر والمستقبل فيه تجده يستند بصورة أساسية على الماضي وما قدمه العلماء 

 الهندسية والأرقام، إذ يتميزريات على النظم عالية التجريد؛ لاعتماده من قبل، ويعتبر من العلو

 بالدقة والترتيب في عرض الأفكار والتدرج مما يوصلنا للتوضيح والتفسير الدقيق لكافة النتائج.

 

في أذهان العلماء بمعان عديدة، فقد نظر إليها البعض على أنها  هذا وارتبطت الرياضيات   

عبارة عن مهارات في الحساب فقط، واعتبرها البعض أداة هامة تستخدم في حياتنا اليومية وفي 

المدارس والدراسات الأكاديمية، أما المختصون وصفوها على أنها دراسة عميقة للأنظمة 

 فكير وتطورها.التجريدية وهي دراسة تنمي طرق الت

 

ويعتبر التكامل هو أحد فروع الرياضيات الذي يتعامل مع معدلات التغير والحركة، وقد نشأ      

من الرغبة في فهم الظواهر الفيزيائية المختلفة مثل مدارات الكواكب وآثار  هذا العلم انطلاقا  

لتنبؤ بنتائجها إلى تطوير الجاذبية، وأدى نجاح حساب التكامل في صياغة القوانين الفيزيائية وا

 منه. كبيرا   قسم جديد في الرياضيات يسمى التحليل، والذي يعتبر حساب التكامل جزءا  

 ووغالبا ما يعزى اكتشاف حساب التكامل إلى عالمين اثنين هما )اسحق نيوتن(     

 لايبنيز( اللذان مهدا لأساسيات هذا العلم بشكل مستقل.)جو تفريد 
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ومن خلال النظر إلى هذه الأهمية بالنسبة للتكامل في مجالات العلوم والهندسة باعتباره أداة     

عملية لا تقدر بثمن في التحليل الإضافي للقوانين الفيزيائية وفي التنبؤ بسلوك النظم الكهربائية 

ثة فصول تم والميكانيكية التي تحكمها هذه القوانين فقد قمنا بإجراء هذا البحث الذي تضمن ثلا

والثنائي وخصائص كل دراسة الإطار العام للبحث في الفصل الأول، ودراسة التكامل الخطي 

منهما ونظرية جرين في الفصل الثاني، أما الفصل الثالث فقد تم فيه عرض النتائج والتوصيات 

 للبحث.والمقترحات 

 مشكلة البحث:

 الاتي: فيالباحثتان مشكلة البحث  لخصت

 الدراسات العلمية التي تختص بدراسة العلاقات بين التكاملات المختلفة. وجود نقص في -1

التكاملات  جرين في مناهج الرياضيات المقررة لتوضيحملاحظة قلة استخدام نظرية  -2

 والعلاقات بينها.

 مشكلة البحث: 
 التالي:تتمثل مشكلة البحث في السؤال الرئيسي 

 نظرية جرين؟ باستخداممل الخطي والتكامل الثنائي لعلاقة بين التكااما 

 من هذا السؤال الأسئلة التالية: ويتفرع

 ما هو التكامل الخطي؟ -1

 ما هو التكامل الثنائي؟ -2

 كيف يمكن أن نوضح العلاقة بين التكامل الخطي والتكامل الثنائي باستخدام نظرية جرين؟ -3

 أهداف البحث:

 يسعى البحث الحالي إلى:

 وطرق حله. وخواصه التكامل الخطيالتعرف على  -1

 وطرق حله. وخواصه التعرف على التكامل الثنائي -2

 .التعرف على العلاقة بين التكامل الخطي والتكامل الثنائي بواسطة نظرية جرين -3

 أهمية البحث:

 تتمثل أهمية البحث الحالي فيما يلي:

 إمكانية حساب التكامل على منحنى. -1

 المساحة المحصورة بين منحنيين.إمكانية حساب  -2

بيان أهمية نظرية جرين لإيجاد قيمة التكامل الخطي حول منحنى مغلق في صورة تكامل  -3

 نطقة المستوية المحدودة بالمنحنىعلى المثنائي 

 منهج البحث:

 منهج الوصفي التحليلي لبيان أساسال هذا البحث والإجابة على أسئلته تم اتباعلتحقيق أهداف 

 نظرية جرين التي ساعدتنا في الوصول إلى معرفة العلاقة بين التكامل الخطي والتكامل الثنائي.

 مصطلحات البحث: 

 التكامل الخطي: -1
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يدعى أحيانا بتكامل المسار أو تكامل المنحنى يتم فيه حساب تكامل الدالة على منحنى مغلق 

 أو مفتوح على منحنى.

 التكامل الثنائي: -2

 أنواع التكامل المحدود الموسع ليشمل الدوال المعرفة في متغيرين.هو أحد 

 نظرية جرين: -3

هي العلاقة التي تحول التكامل على منحنى مغلق إلى تكامل ثنائي على المساحة المحصورة 

   داخل هذا المنحنى المغلق.

 سابقة: دراساتال

 (.2018دراسة )رقية وآخرون 

الثنائي وبعض تطبيقاته وتوصلت إلى مجموعة من النتائج تناولت هذه الدراسة التكامل 

 والتوصيات.

 واستنتاج لبعض الدوال الغير قابلة للتكامليمكن استخدام التكامل الثنائي لحساب قيمة التكامل 

 بعض صيغ التكامل الثنائي للحجم والكتلة والمساحة وعزم القصور الذاتي.

ة للتكامل الثنائي والتوسع بدراسة التكامل الثنائي نسبة الاهتمام بالتطبيقات المختلفو العملية. 

 لأهميته في الحياة من خلال تطبيقاته

 (.2017دراسة )حنان وشيماء 

 تناولت هذه الدراسة دراسة العلاقة بين التكامل الخطي والتكامل الثنائي بواسطة نظرية جرين.

والتكامل المحدود وبعض تطبيقاته تناول هذا البحث مفهوم التكامل الخطي وخواصه وطرق حله 

والتكامل غير المحدود وبعض طرق حله، وكذلك التكامل الثنائي وبعض تطبيقاته، ونظري 

 جرين وأمثلة عليها.

 (.2019دراسة )رنا وآخرون 

تناولت هذه الدراسة التكامل بصفة عامة والتكاملات المعتلة بصفة خاصة فتناولت هذه الدراسة 

 وتعريفه، وأنواع التكامل، ومن ثم تناول مفهوم التكامل المعتل وسبب علته.مقدمة عن التكامل 

 

 (:التكامل الخطي )التكامل على منحنى (1.2)

 تعريف التكامل الخطي:

كما هو  B (d، c)إلى النقطة  A (b، a)من النقطة  يمتد XYفي المستوى Cنفرض أن القوس 

 :(1.2)موضح بالشكل 
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 ( 1.2) شكل

 

,𝑓(𝑥ونفرض أن الدالة  𝑦)  القوس  ومعرفة في المنطقة التي تشمل متصلةC .بداخلها 

𝑛)إلى أقواس فرعية بتعيين  Cنقسم القوس  −  :Bو A من النقاط بين النقطتين (1

𝑃1, 𝑃2, … 𝑃𝑛−1 

 A = 𝑃0  ,B = 𝑃𝑛حيث

وبزين كزل نقطتزين  i = 0,1,2, … n حيزث ( 𝑦𝑖 ، 𝑥𝑖بزالرمز )   𝑃𝑖ونرمزز لإحزداثيات النقطزة 

ز لإحززداثيات ويرمززز i= 1,2,…n حيززث ،𝑄𝑖علززى المنحنززى  ةنختززار نقطززتقسززيم متتززاليتين فززي ال

 (:2.2الشكل ). انظر  ,  𝜂𝑖  ) (ԑ𝑖بالرمز   𝑄𝑖النقطة  

 

 
 (2.2شكل )

 

 الان نعتبر المجموع:

𝑆 = ∑ 𝑓(ԑ𝑖  , 𝜂𝑖)𝑛
𝑖=1 𝛥𝑥𝑖  

  حيث:

𝑥𝑖−1    𝑥𝑖 −  =𝑥𝑖  Δ 
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𝑛عندما  وجدت وذلك إنالتي يؤول إليها هذا المجموع  نسمي النهايةو → 𝑥𝑖∆و ∞   تقترب   
 . 𝑥من الصفر بالتكامل الخطي بالنسبة للمتغير

∫  بالرمز cعلى المنحنى  𝑥بالنسبة للمتغير 𝑓ويرمز للتكامل الخطي للدالة  𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝑐

. 

 :عوالمجموكذلك يمكن تكوين 

𝑆 = ∑ 𝑓(ԑ𝑖 , 𝜂𝑖)Δ𝑦𝑖
𝑛
𝑖=1  

→nنسمي النهاية التي يؤول إليها هذا المجموع إذا وجدت وذلك عندما و  تقترب من  Δ𝑦𝑖و ∞

 .yالصفر بالتكامل الخطي بالنسبة للمتغير

∫بالرمز Cعلى المنحنى  yبالنسبة للمتغير fويرمز للتكامل الخطي للدالة  𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦
𝑐

 .  

 ملاحظات:

 .Cوعلى القوس Bو Aوعلى نقطتي نهاية التكامل  ،fالتكامل الخطي يعتمد على الدالة  -1

∫بصفة عامة   -2 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 ≠ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥
𝑐𝑐

 . 

∫فإن التكامل الخطي  Xمن محور  جزءا Cإذا كان القوس 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥
𝑐

يختزل إلى التكامل  

 المعتاد:

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥, 0) 𝑑𝑥
𝑐

𝑎

𝐵

𝐴
  

∫ بينما 𝑓(𝑥 , 𝑦) 𝑑𝑦 = 0
𝑐

 

 

 خواص التكامل الخطي:

 فإن إشارة التكامل تتغير أيضا: ،Cإذا تغير اتجاه القوس  -1

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 = − ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥
𝐴

𝐵

𝐵

𝐴
  

 فإن: ، 𝐴3إلى  𝐴2يمتد من  C2و 𝐴2 إلى 𝐴1يمتد من  C1إذا كان القوس  -2

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥   = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥      
𝐴3

𝐴1

𝐴3

𝐴2

𝐴2

𝐴1
  

  :خاصية الجمع -3

                                                                                                  فإن: Cمستمرتين ومعرفتين على القوس    g، fين الدالتإذا كان لدينا 

∫ [𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑔(𝑥, 𝑦)] 𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 + ∫ 𝑔(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥
𝑐𝑐𝑐

 

 كما يأتي: (Cالتكامل الخطي بالنسبة لطول القوس)ويمكن تعريف 

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠
𝐵

𝐴
  

 .Bإلى النقطة  Aترمز إلى طول القوس من النقطة  (x) حيث

yعلى الصورة Cوإذا كان القوس  = g(𝑥) ، :فإن 

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠 = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)√1 + (𝑔(𝑥))2 𝑑𝑥
𝐵

𝐴

𝐵

𝐴
  

𝑥على الصورة  Cوإذا كان القوس  = ℎ(𝑦)  ،:فإن 
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∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠 = (𝑐) ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)√1 + (ℎ(𝑦))2 
𝐵

𝐴

𝐵

𝐴
 𝑑𝑦  

إلزى مجموعزة مزن  Cفإنزه يمكزن تجزئزة القزوس  السزابقتين،على الصزورتين  Cوإذا لم يكن القوس 

ا دالته المناسبة وبذلك يمكن إيجاد التكامل الخطي علزى كزل جززء وجمزع ملكل واحد منه الاقواس،

 .التكاملات

 طرق إيجاد التكاملات الخطية: 

هزو الحزال فزي التكزاملات  التعريفات السابقة لا تستعمل عادة في إيجاد قيمة التكاملات الخطية كمزا

المشوق أن كل التكاملات الخطية يمكن اختزالها إلى التكاملات المعتادة التزي درسزنا  المعتادة ومن

 طرق إيجادها بالتفصيل.

 التكامل المعتاد للدالة في متغير واحد.والنظرية التالية ترسخ قاعدة اختزال التكامل الخطي إلى 

 :(1نظرية )

 يمكن إيجاد طوله ويعطى على الصورة: Cنفرض أن القوس 

𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1 , 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡) 

, 𝑓(𝑥وإذا كانزت الدالزة  التزوالي.على  𝑡1 و𝑡0تناظران  A (a، b)و B (c، d)النقطتين  حيث y) 

 فإن: متصلتين، 𝑥(𝑡)و𝑦(𝑡) وإذا كانت Cمتصلة في المنطقة التي تحتوي على القوس 

1. ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓[𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)]𝑥(𝑡)𝑑𝑡
𝑡1 

𝑡0 

𝐵

𝐴
 

2. ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = ∫ 𝑓[𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)]𝑦(𝑡)𝑑𝑡
𝑡1 

𝑡0 

𝐵

𝐴
 

3. ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠 = ∫ 𝑓[𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)]√(𝑥(𝑡)) 2 + (𝑦(𝑡))2  𝑑𝑡 
𝑡1 

𝑡0 

𝐵

𝐴
  

yعلى الصورة  Cوكنتيجة للنظرية السابقة إذا كان القوس   = 𝑔(𝑥)   ،:فإن 

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓[𝑥, 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥
𝑐

𝑎

𝐵

𝐴
  

𝑥على الصورة  Cوإذا كان القوس  = ℎ(𝑦) ، :فإن 

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = ∫ 𝑓[ℎ(𝑦), 𝑦]𝑑𝑦
𝑑

𝑏

𝐵

𝐴
  

 هي:وبذلك فإن طرق حل التكامل الخطي 

 إيجاد التكامل الخطي على المسار بحيث يصبح التكامل بدلالة متغير واحد. 1-

 التكامل الخطي بالصورة البارا مترية. إيجاد 2-

 (:1مثال )

 أوجد قيمة التكامل الخطي:

∫ (𝑥2 −  𝑦2)
𝑐

𝑑𝑥 − ∫ 2𝑥𝑦𝑑𝑦
𝑐

  

 :Cللقوس  ةمتري الباراوالمعادلة  (،3القوس الموضح بالشكل ) C حيث

0 ≤ 𝑡 ≤ 1, 𝑥(𝑡) = 𝑡2 − 1 , 𝑦(𝑡) = 𝑡2 + 𝑡 + 2 
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(3.2) شكل   

 الحل:

 ( نجد أن:1( من النظرية )2و) (1) نالجزئيبتطبيق 

∫ (𝑥2 − 𝑦2)𝑑𝑥
𝑐

= ∫ [(𝑡2 − 1)2 − (𝑡2 + 𝑡 + 2)2]2𝑡𝑑𝑡                    
1

0
  

     = ∫ [2𝑡5 − 4𝑡3 + 2𝑡]𝑑𝑡 − ∫ [2𝑡5 + 4𝑡4 + 10 𝑡3 + 8𝑡2 + 8𝑡]𝑑𝑡
1

0

1

0
  

 =
𝑡6

3
− 𝑡4 + 𝑡2 |

1
0

− (
𝑡6

3
+

4𝑡5

5
+

5𝑡4

2
+

8𝑡3

3
+ 4𝑡2) |

1
0

                                  

     =
1

3
 − 1 + 1 − (

1

3
+

4

5
+

5

2
+

8

3
+ 4)   

     =
1

3
−

103

10
    

     =  
−299

30
   

الثاني من التكامل الخطي:  حديقة مماثلة يمكن إيجاد قيمة الوبطر  

∫ 2𝑥𝑦
𝑐

 𝑑𝑦 = 2 ∫ (𝑡21

0
− 1) (𝑡2 + 𝑡 + 2) (2𝑡 + 1) 𝑑𝑡  

                                             = 2 ∫ (𝑡41

0
+ 𝑡3 + 2𝑡2 − 𝑡2 − 𝑡 − 2) (2𝑡 + 1)𝑑𝑡             

                                    = 2 ∫ (2𝑡51

0
+ 2𝑡4 + 4𝑡3 − 2𝑡3 − 2𝑡2 − 4𝑡 + 𝑡4 +

                        𝑡3 + 2𝑡2 − 𝑡2 − 𝑡 − 2)𝑑𝑡 

                                               = 2 ∫ (2𝑡
51

0 + 3𝑡
4

+ 3𝑡
3

− 𝑡2 − 5𝑡 − 2)𝑑𝑡  
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                                      = 2[
𝑡6

3
+

3𝑡5

5
+

3𝑡4

4
−

𝑡3

3
−

5𝑡2

2
− 2𝑡] |

1
0

 

                                    = 2 [
1

3
+

3

5
+

3

4
−

1

3
−

5

2
− 2] 

                                      = 2 (
−63

20
) =

−63

10
 

 وهكذا:

∫ (𝑥2
𝑐

− 𝑦2)𝑑𝑥 − ∫ 2𝑥𝑦
𝑐

𝑑𝑦 =
−299

30
− (

−63

10
) =

−11

3
  

:(2) مثال  

 C.أوجد قيمة التكامل الخطي وارسم القوس

∫ (
𝑥2

√𝑥2−𝑦2
 𝑑𝑥

𝑐
+

2𝑦

4𝑥2+𝑦2
𝑑𝑦)  

𝑦 القوس  C حيث =
1

2
𝑥2 ( 0,0من النقطة) ( 2,2إلى النقطة). 

 الحل:

∫ (
𝑥2

√𝑥2−𝑦2
 𝑑𝑥

𝑐
+

2𝑦

4𝑥2+𝑦2
𝑑𝑦)  

                     = ∫
𝑥2

√𝑥2−𝑦2𝑐
𝑑𝑥 + 2 ∫

𝑦

4𝑥2+𝑦2
𝑑𝑦

𝑐
  

 حيث:

𝑦 =
1

2
𝑥2 

= 𝑑𝑦وبذلك   𝑥𝑑𝑥  وبالتعويض عنy :نجد أن 

∫
𝑥2

√𝑥2 − 𝑦2
𝑐

𝑑𝑥 = ∫
𝑥2

√𝑥2 −
1
4

𝑥4

2

0

𝑑𝑥 

        =  ∫
𝑥2

𝑥√1−
1

4
𝑥2

𝑑𝑥
2

0
  

   = ∫
𝑥

√1−
1

4
𝑥2

2

0
𝑑    
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                                                              = ∫ 𝑥 (1 −
1

4
𝑥2)

−1

22

0
  

                                                                                  = −2
(1−

1

4
𝑥2)

1
2

1

2

|
2
0

 

                                                                 = −2[2 (1 −
1

4
x2)

1

2
]  

                                                 = −2[0 − 2]  

                                                       = −2(−2) = 4  

 وبطريقة مماثلة: 

2 ∫
𝑦

4𝑥2+𝑦2
𝑑𝑦 =

𝑐 ∫
𝑥2

4𝑥2+
1

4
𝑥4

(𝑥𝑑𝑥)
2

0
  

                             = ∫
𝑥3

4𝑥2+
1

4
𝑥4

𝑑𝑥
2

0
  

                                  = ∫
𝑥3

𝑥2(4+
1

4
𝑥2)

𝑑𝑥
2

0
  

                           = ∫
𝑥

4+
1

4
𝑥2

𝑑𝑥
2

0
  

                                       = 2 ln(4 +
1

4
𝑥2) |

2
0

  

                 = 2 ln
5

4
  

 وبذلك:                               

∫ (
𝑥2

√𝑥2−𝑦2
𝑑𝑥 +

𝑐

2𝑦

4𝑥2+𝑦2
𝑑𝑦) = 4 + 2 ln

5

4
  

 (:3) مثال

 أوجد قيمة التكامل الخطي:

∫ (𝑥 + (3𝑦)
5

3)

1

2

𝑐
𝑑𝑠  

𝑦القوس هو  C حيث =  
1

3
𝑥3 ( 3,9( إلى النقطة )0,  0من النقطة.) 
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 الحل:

𝑑𝑦 بما أن = 𝑥2𝑑𝑥  وبالتعويض عنy :نجد أن 

             ∫ (𝑥 + (3𝑦)
5

3)

1

2
𝑑𝑠 =

𝑐
∫ (𝑥 + (3

1

3
𝑥3)

5

3
)

1

2
3

0
√1 + (𝑥2)2𝑑𝑥  

                  = ∫ (𝑥 + 𝑥5)
1

2
3

0
√1 + 𝑥4𝑑𝑥  

                    = ∫ (𝑥 + 𝑥5)
1

2(1 + 𝑥4)
1

2𝑑𝑥
3

0
  

                             = ∫ √𝑥√(1 + 𝑥4)√(1 + 𝑥4)𝑑𝑥
3

0
  

     = ∫ √𝑥(1 + 𝑥4)𝑑𝑥
3

0
  

    = ∫ (√𝑥 + 𝑥
9

2) 𝑑𝑥
3

0
  

                                      = (
𝑥

3
2

3

2

+
𝑥

11
2

11

2

) |
3
0

= (
2

3
𝑥

3

2 +
2

11
𝑥

11

2 ) |
3
0

  

                                                    =
508√3

11
  

 (:4) مثال

 أوجد:

∫ [(𝑥 + 4𝑦)𝑑𝑥 + (𝑥3 − 𝑦3)𝑑𝑦]
𝑐

  

من النقطة  2C والقوس (1,0إلى النقطة ) (0,0من النقطة ) 1C يتكون من القوس Cالقوس  حيث

إلى ( 0,0)من النقطة  3C قوسلخطي على الثم أوجد قيمة التكامل ا ،(1,1)إلى النقطة ( 1,0)

 :(5.2) كما هو موضح بالشكل (،1,1)النقطة 

 

(5.2شكل )    
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 الحل:

0يكون 1C قوسالعلى  ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 و1 = 𝑑𝑦 وهذا يعني أن 0 = 0. 

 وبذلك:

∫ [(𝑥 + 4𝑦)𝑑𝑥 + (𝑥3 − 𝑦3)𝑑𝑦]
𝑐

  

= ∫ 𝑥𝑑𝑥 =
𝑥2

2
|
1
0

=
1

2

1

0
  

𝑥يكون  2C وعلى القوس = 0 يعني أنوهذا   1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑𝑥 و1 = 0. 

 وبذلك:

∫ [(𝑥 + 4𝑦)𝑑𝑥 + (𝑥3 − 𝑦3)𝑑𝑦] = ∫ (1 − 𝑦3)𝑑𝑦
1

0𝑐
  

                                                                 = (𝑦 −
𝑦4

4
) |

1
0

=
3

4
  

 وهكذا:

∫ [(𝑥 + 4𝑦)𝑑𝑥 + (𝑥3 −
𝑐

𝑦3)𝑑𝑦] =
1

2
+

3

4
=

5

4
  

 ا :إذ y=xهي  3Cمعادلة القوس 

∫ [(𝑥 + 4𝑦)𝑑𝑥 + (𝑥3 − 𝑦3)𝑑𝑦] = ∫ 5𝑥𝑑𝑥 =
5𝑥2

2

1

0𝑐
|
1
0

=
5

2
  

 استقلال التكامل الخطي عن المسار:  

 أتي: تعتمد على ما يقيمة التكامل الخطي 

 الدالة المكاملة. .1

 .BوAالتكامل نقطتا نهاية  .2

 .Bو Aالمسار او القوس الذي يربط بين النقطتين  .3

قيمززة التكامززل الخطززي مسززتقلة عززن  إنفقززط نقززول  (2( و )1وعنززدما يعتمززد التكامززل الخطززي علززى )

 المسار.

 :(2نظرية )

 وكان:  Cمتصلة ومعرفة على القوس  Q,Pإذا كان لدينا الدوال 

P(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 

, 𝑓 (𝑥تفاضل تام أي أنه توجد دالة  𝑦) :حيث أن 
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𝑑𝑓 =  𝑝 𝑑𝑥 +  𝑄 𝑑𝑦 

 التالية:بارمترية على ال Cوإذا كان القوس 

𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1, 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑥 = 𝑥(𝑡) 

 فإن:  متصلتين، 𝑦 (𝑡)  و 𝑥(𝑡)وإذا كانت 

∫ (𝑝𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦) = 𝑓[𝑥(𝑡1), 𝑦(𝑡1)
𝑐

] − 𝑓[𝑥(𝑡0), 𝑦(𝑡0)]  

 الذي يربط بينهما. Cوليس على القوس  Bو A ل الخطي يعتمد على نقطتي النهايةأي أن التكام

 والتكامل الخطي يكون مستقل عن المسار إذا وفقط إذا كان:

𝜕𝑃

𝜕𝑦
=

𝜕𝑄

𝜕𝑥
  

 :(5) مثال

 الخطي.تام ثم أوجد قيمة التكامل بين أن الدالة التكاملية تفاضل 

∫ (𝑒𝑥 cos 𝑦 𝑑𝑥 − 𝑒𝑥 sin 𝑦 𝑑𝑦)
𝑐

  

 .(0,1( إلى )1,0أي قوس من النقطة ) C حيث

  الحل:

P(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥 cos 𝑦       ,      𝑄(𝑥 , 𝑦) = −𝑒𝑥 sin 𝑦  

𝜕𝑃

𝜕𝑦
= −𝑒𝑥 sin 𝑦       ,      

𝜕𝑄

𝜕𝑥
= −𝑒𝑥 sin 𝑦  

𝜕𝑃

𝜕𝑦
=

𝜕𝑄

𝜕𝑥
  

 إذا  التكامل مستقل عن المسار.

مجمزوع التكامزل علزى  يسزاوي Cالتكامزل علزى القزوس  أي أن   المسزار،بما أن التكامل مسزتقل عزن 

 .2C التكامل على القوسو 1C القوس
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 )6.2شكل )

1C:0 على القوس ≤ 𝑥 ≤ 𝑦و  1 = 0  . 

 أي أن:

∫ (𝑒𝑥 cos 𝑦 𝑑𝑥 − 𝑒𝑥 sin 𝑦 𝑑𝑦) = ∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑒𝑥0

1𝑐1
|
0
1

= 1 − 𝑒  

2C 𝑥القوس: على  = 0و  0 ≤ 𝑦 ≤ 1 . 

 أي أن:

∫ (𝑒𝑥 cos 𝑦 𝑑𝑥 − 𝑒𝑥 sin 𝑦 𝑑𝑦 ) = − ∫ sin 𝑦 𝑑𝑦 = cos 𝑦
1

0𝑐2
|
1
0

  

                                                                                                    = cos(1) − 1      

 وبذلك:

∫ (𝑒𝑥 cos 𝑦 𝑑𝑥 − 𝑒𝑥 sin 𝑦 𝑑𝑦)
𝑐

= 1 − 𝑒 + cos(1) − 1  

                                              = −𝑒 + cos(1) 

 أنواع التكامل: 

 التكامل المحدد:-1

aذا كانت إ ≤ 𝑥 ≤ 𝑏  وكانت𝑓(𝑥)   دالة معرفة على الفترة[a,b]  وهي الفترة التي تكون

هو قيمة التكامل  b إلى aمن   𝑓(𝑥)للدالة  متصلة فإن تعريف التكامل المحدد 𝑓(𝑥)فيها الدالة 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 موجودة.  أن تكون النهاية بشرط 
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 يمثل الحد العلوي للتكامل. bيمثل الحد السفلي للتكامل و aوهما حدود التكامل  bو aحيث 

 خصائص التكامل المحدد:

aدالتين متصلتين خلال فترة التكامل  𝑔(𝑥)و 𝑓(𝑥) إذا كانت ≤ 𝑥 ≤ 𝑏   فإن: 

 (:1خاصية )

∫ A𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐴 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝒃

𝒂
  

 أي مقدار ثابت. Aحيث 

 (:2خاصية )

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0
𝑎

𝑎
  

 (:3خاصية )

∫ 𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ± ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝒃

𝒂
  

 (:4خاصية )

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

𝑏

𝑏

𝑎
  

 (:5)خاصية 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑐

𝑐

𝑎

𝑏

𝒂
  

 . bو  a علىتكاملية  𝑓(𝑥)بشرط 

 (:6مثال )

 :الاتيكامل 

∫ 5𝑑𝑥
3

2
-1 

 الحل:

∫ 5𝑑𝑥 = 5𝑥 |
3
2

= 5(3) − 5(2) = 5
3

2
  

2-∫ (𝑥22

𝟎
− 1)𝑑𝑥 

 الحل:
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∫ (𝑥2 − 1)𝑑𝑥 =
𝑥3

3
− 𝑥 |

2
0

2

0
  

                                                  = (
(2)3

3
− 2) − (0 − 0)  

                               =
8

3
− 2 = 2  

3-∫ (𝑥3 − 𝑥 + 1)𝑑𝑥
−2

−2
 

 الحل:

∫ (𝑥3 − 𝑥 + 1)𝑑𝑥 = (
𝑥4

4
−

𝑥2

2
+ 𝑥) |

−2
−2

−2

−2
  

                     = [
(−2)4

4
−

(−2)2

2
+ (−2)] − [

(−2)4

4
−

(−2)2

2
+ (−2)] = 0  

 (:7مثال )

 كان:إذا 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 5 , ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 15
7

1

3

1
  

 أوجد:

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =?
7

3
  

 

 الحل:

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
7

1

7

3

3

1
  

5 + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 15
7

3
                                

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 15 − 5 = 10                   
7

3
  

∴ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 10                                           
7

3
  

 محدد:التكامل غير ال-2

متصةلة علةى  𝐹(𝑥)، حيةث  𝐹(𝑥)وجةدت دالةة  وإذا ،[a,b]دالةة معرفةة علةى  𝑓(𝑥)إذا كانت 

[a,b]،  وقابلة للاشتقاق على[a,b] و𝐹(𝑥) = 𝑓`(𝑥)  فإن ،𝐹  تسمى العلاقة العكسية لتفاضةل

 محدد ويرمز لذلك بالرمز:الغير  𝑓(𝑥)أو تكامل  𝑓(𝑥)الدالة 
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𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝑐  

 المكاملة.الدالة  𝑓(𝑥)وتسمى  𝑥بالنسبة للمتغير 𝑓(𝑥)هو تكامل الدالة  𝐹وتقرأ 

 محدد:الغير خصائص التكامل 

 (:1خاصية )

 يساوي عبارة التكامل: 𝑓(𝑥)محدد للدالة الغير تفاضل التكامل 

𝑑 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥)𝑑𝑥  

 (:2خاصية ) 

∫ 𝐴𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐴 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥  

 أي مقدار ثابت. 𝐴حيث 

 (:3خاصية )

لمجموع أو طرح دالتين يساوي مجموع أو طرح التكاملين الغير محددين  محددالغيرالتكامل 

 للدالتين.

∫ 𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ± ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥  

 

 (:8مثال )

 أوجد:

∫ (3𝑥3 + 2𝑥2)𝑑𝑥  

 الحل:

∫ (3x3 + 2𝑥2)𝑑𝑥 = 3 ∫ 𝑥3𝑑𝑥 + 2 ∫ 𝑥2𝑑𝑥  

                              = 3
𝑥4

4
+ 2

𝑥3

3
+ 𝑐         

 ثابت التكامل. cحيث 

 (:9مثال )

 أوجد:
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∫ (𝑥2 +
3

𝑥
) 𝑑𝑥  

 الحل:

∫ (𝑥2 +
3

𝑥
) 𝑑𝑥 = ∫ 𝑥2𝑑𝑥 + 3 ∫

1

𝑥
𝑑𝑥  

                                                 =
𝑥3

3
+ 3 ln 𝑥 + 𝑐                             

 (:10مثال )

 أوجد:

∫(3𝑥2 − 𝑒4𝑥 + sec(25))𝑑𝑥  

 الحل:

∫(3𝑥2 − 𝑒4𝑥 + sec(25))𝑑𝑥  

                             = 3 ∫ 𝑥2𝑑𝑥 − 𝑒4 ∫ 𝑥𝑑𝑥 + ∫ sec(25)𝑑𝑥  

            = 3
𝑥3

3
− 𝑒4

𝑥2

2
+ sec(25)𝑥 + 𝑐 

        = 𝑥3 − 𝑒4
𝑥2

2
+ sec(25)𝑥 + 𝑐 

 وهو:في هذا المثال لو فاضلنا ناتج التكامل  هلاحظ أن

𝑥3 − 𝑒4
𝑥2

2
+ sec(25)𝑥 + 𝑐 

 على:فإننا نحصل  𝑥 لبالنسبة 

3𝑥2 − 𝑒4𝑥 + sec(25) + 0 

 وهي نفس الدالة التي كاملناها.

 (:11مثال )

 أوجد:

∫(
𝑥3+5𝑥2−4

𝑥2
)𝑑𝑥  

 الحل:
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∫ (
𝑥3+5𝑥2−4

𝑥2
) 𝑑𝑥 = ∫ (

𝑥3

𝑥2
+

5𝑥2

𝑥2
−

4

𝑥2
) 𝑑𝑥  

                                    = ∫(𝑥 + 5 − 4𝑥−2)𝑑𝑥  

                             =
𝑥2

2
+ 5𝑥 +

4

𝑥
+ 𝑐  

  

 محدد: الغير بعض طرق إيجاد التكامل المحدد والتكامل 

 يضعوالتكامل بالت -1

 التكامل بالتجزئة -2

 التكامل بالكسور الجزئية -3

                        

 التكامل الثنائي:

 تعريف التكامل الثنائي:

, 𝑓 (𝑥 الدالة لنفرض أن لدينا 𝑦)  في متغيرين𝑥 , 𝑦 ( فة على منطقة ( كما هو موضح Aمعر 

 منطقة إلى مساحات كل مساحة جزئيةأننا قسمنا هذه الفرض ن( و7.2)بالشكل 

δ𝐴1, 𝛿𝐴2, … 𝛿𝐴𝑛 تساوي… ،∆𝑥2∆𝑦2, ∆𝑥1∆𝑦1 .إلخ 

 

 

 (7.2شكل )
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𝑥𝑟) والانّ بفةةةرض وجةةةود نقطةةةة , 𝑦𝑟)  حسةةةاف فةةةي المنطقةةةة المةةةراد حسةةةاف مسةةةاحتها وبفةةةرض

 المجموع التالي:

𝑓(𝑥1, 𝑦1)ẟ𝐴1 + 𝑓(𝑥2, 𝑦2)ẟ𝐴2 + 𝑓(𝑥3, 𝑦3)ẟ𝐴3 + ⋯ + 𝑓(𝑥𝑛 , 𝑦𝑛)ẟ𝐴𝑛  

 على الصورة المختصرة التالية: ويمكن كتابته

∑ 𝑓(𝑥𝑟 , 𝑦𝑟)ẟ𝐴𝑟
𝑛
𝑟=1  

تصل عدد الأقسام إلى مالا نهاية والمساحة الجزئية والانّ لو أخذنا نهاية هذا المجموع عندما 

 امل الثنائي كالاتي:للعنصر تصل إلى الصفر وهذا يعطينا تعريف علمي للتك

,𝑓(𝑥للدالة  التكامل الثنائي 𝑦)  فوق المنطقةA :مكتوف على النحو التالي 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = lim
𝑛→∞
ẟ𝐴→0

∑ 𝑓(𝑥𝑟 , 𝑦𝑟)∞
𝑟=1 ẟ𝐴𝑟𝐴𝐴

  

 خواص التكامل الثنائي: 

وفيمةا  واحةد،الخواص الأساسية للتكامل الثنائي مشةابهة تمامةا لخةواص التكامةل للدالةة فةي متغيةر 

 يلي سنذكر أهم الخواص الأساسية للتكامل الثنائي:

, 𝑔 الدالتانإذا كانت  𝑓  قابلتين للتكامل في المنطقة المغلقةR :فإن ، 

1- ∬ 𝑐𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 = 𝑐 ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴
𝑅𝑅

 

 ثابت.مقدار  cحيث أن 

2- ∬ [𝑓(𝑥, 𝑦) ± 𝑔(𝑥, 𝑦)]𝑑𝐴 = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 ± ∬ 𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴
𝑅𝑅𝑅

 

,𝑥)إذا كان لكل  -3 𝑦)  فيR  يكون𝑚 ≤ 𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑀  وإذا كانA(R)  ترمز إلى مساحة

R:فإن ، 

𝑚𝐴(𝑅) ≤ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 ≤ 𝑀𝐴(𝑅)
𝑅

  

,𝑓(𝑥إذا كانت -4 𝑦) ≤ 𝑔(𝑥, 𝑦) :فإن 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 ≤ ∬ 𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴
𝑅𝑅

  

,𝑅1)مكونة من عدة مناطق  Rإذا كانت -5 𝑅2, …  ، فإن:Rمتصلة في  fو (

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 + ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 + ⋯
𝑅2𝑅1𝑅
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 (:3) نظرية

,𝑓(𝑥إذا كانت  𝑦)  متصلة في المنطقة المغلقةR حيث: 

𝑓1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝑓2 (𝑥)          ;           𝑎 < 𝑥 < 𝑏 

𝑓1(𝑥)و 𝑓2(𝑥) متصلتان، فإن: دالتان 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 = ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑓2(𝑥)

𝑓1(𝑥)

𝑏

𝑎𝑅
  

 على الصورة:R وبصورة مشابهة تماما إذا كانت

𝑔1(𝑦) ≤ 𝑥 ≤ 𝑔2(𝑦)          ;           𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑 

𝑔1(𝑦) و𝑔2(𝑦)   فإن: متصلتان،دالتان 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 = ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑔2(𝑦)

𝑔1(𝑦)

𝑑

𝑐𝑅
  

 :الجزئي(طرق إيجاد التكامل الثنائي )التكامل  

  حيث أن 𝑋𝑌على شكل مستطيل في المستوى  Rإذا كانت المنطقة 

 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑 , 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 وإذا كانت الدالة   𝑓(𝑥, 𝑦) متصلة فيR،  فإن التكامل المعتاد

 هو: 𝑥بالنسبة للمتغير

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
  

𝐴(𝑦)فقط ولذلك  𝑦ويكون الناتج دالة في  = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 معرّفة في الفترة  

  c ≤ 𝑦 ≤ 𝑑. 

 يمكن أن يحسف كما يأتي: 𝐴(𝑦)وتكامل الدالة 

∫ 𝐴(𝑌)𝑑𝑦 = ∫ [∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
] 𝑑𝑦

𝑑

𝑐

𝑑

𝑐
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 (8.2) شكل

 ويمكن البداية من الناحية الأخرى:

𝐵(𝑋) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐
  

 وهكذا:

∫ 𝐵(𝑋)𝑑𝑥 = ∫ [∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐
] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
  

 

 

 التكامل:

∫ [∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
] 𝑑𝑦

𝑑

𝑐
∫  أو     [∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑐
] 𝑑𝑥         

𝑏

𝑎
 

 .𝑓يسمى التكامل الجزئي أو التكامل المتكرر للدالة 

 ملاحظة:

∫ [∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
] 𝑑𝑦 = ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑏

𝑎

𝑑

𝑐

𝑑

𝑐
  

 وكذلك:

∫ [∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐
] 𝑑𝑥 = ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
  

 (:18مثال )

 احسف التكامل الثنائي:
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I = ∫ ∫ (𝑥 + 2𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
5

1

3

2
  

 الحل: 

∫ (𝑥 + 2𝑦)𝑑𝑥 = (
𝑥2

2
+ 2𝑦𝑥)

5

1
|
5
1

= (
25

2
+ 10𝑦) − (

1

2
+ 2𝑦)  

                                = 12 + 8𝑦                        

I = ∫ (12 + 8y)𝑑𝑦 = (12𝑦 + 4𝑦2) |
3
2

                    
3

2
 

                                                    = (36 + 36) − (24 + 16) = 32         

(:19مثال )  

الثنائي:احسف التكامل   

I = ∫ ∫ (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑥3

𝑥2

1

0
  

 الحل: 

∫ (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑦 = (𝑥2𝑦 +
𝑦3

3

𝑥3

𝑥2 |𝑥
3

𝑥2  = (𝑥5 +
𝑥9

3
) − (𝑥4 +

𝑥6

3
)  

I = ∫ (𝑥5 +
𝑥9

3
− 𝑥4 −

𝑥6

3
) 𝑑𝑥 = (

𝑥6

6
+

𝑥10

30
−

𝑥5

5
−

𝑥7

21
) |

1
0

1

0
  

                                =
1

6
+

1

30
−

1

5
−

1

21
= −

1

21
      

(:20)مثال   

∬أوجد  𝑥𝑦𝑑𝐴
𝑅

𝑥بين المنطقة المغلقة الواقعة  Rحيث   = 2, 𝑦 = 2𝑥, 𝑦 = 0  

 الحل:

 قبل وضع حدود التكامل. R يفضل دائما رسم المنطقة
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 (9.2) شكل

 . 𝑑𝑥 𝑑𝑦أو 𝑑𝑦 𝑑𝑥عملية التكامل حسف الترتيف  إجراءواضح من الشكل أنه يمكن 

 :𝑑𝑦 𝑑𝑥إذا اخترنا الترتيف 

                ∬ 𝑥𝑦𝑑𝐴 = ∫ ∫ 𝑥𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑥         
2𝑥

0

2

0𝑅
  

     = ∫
𝑥𝑦2

2

2

0
|
2𝑥
0

 𝑑𝑥 = ∫ 𝑥(2𝑥2)𝑑𝑥         
2

0
  

                                                 = ∫ 2𝑥3𝑑𝑥 =
2𝑥4

4

2

0
|
2
0

          

                                                                         = 8             

 :𝑑𝑥𝑑𝑦 وإذا اخترنا الترتيف

∬ 𝑥𝑦 𝑑𝐴 = ∫ ∫ 𝑥𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ (
𝑥2

2

4

0
𝑦)

2
𝑦

2

4

0𝑅
|
2
𝑦

2

𝑑𝑦  

                                    = ∫ (2𝑦 −
𝑦3

8
) 𝑑𝑦 = 8                

4

0
  

 لاحظ تساوي القيمتين.

 

 

 (:21) مثال

 أوجد:
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∫ ∫ ln 𝑥 𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑥

0

𝑒

1
  

 الحل:

∫ [𝑦 ln 𝑥] |
𝑥
0

𝑑𝑥
𝑒

1
= ∫ 𝑥 ln 𝑥 𝑑𝑥

𝑒

1
  

 التكامل بالتجزئة كما يلي:ويمكن إيجاد التكامل الأخير باستخدام 

∫ 𝑥 ln 𝑥 𝑑𝑥 =
𝑥2

2
ln 𝑥

𝑒

1
|
𝑒
1

− ∫
𝑥

2

𝑒

1
𝑑𝑥 =

𝑥2

2
ln 𝑥 |

𝑒
1

− (
𝑥2

4
) |

𝑒
1

  

                     =
e2

2
−

e2

4
+

1

4
   

                                       =
1

4
(𝑒2 + 1)                   

 المساحة. 

التكامل كثيرة جداً وسنتطرق هنا فقط لتطبيقات التكامل في حساف  من المعلوم أن  تطبيقات

 المساحة.

 قواعد حساب المساحة باستعمال التكامل المحدود:

𝑦لتكن الدالة  = 𝑓(𝑥)  متصلة في الفترة[a,b]. 

𝑓(𝑥)إذا كانت  -1 ≥ المحصورة بين  Aفإن المساحة  [a,b]في الفترة  𝑥من أجل كل قيم  0

ينات تحسف كما يلي: a,bمنحنى الدالة الواصلة بين النقطتين   ومحور الس 

 

 (10-2) شكل

A = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
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 :(22) مثال

𝑦أوجةةةةةةةةةد المسةةةةةةةةةاحة المحصةةةةةةةةةورة بةةةةةةةةةين منحنةةةةةةةةةى الدالةةةةةةةةةة  = 𝑥2  والمحةةةةةةةةةور السةةةةةةةةةيني

𝑥 والمستقيمين = 𝑥 و3 = 1  . 

 الحل:

𝑓(𝑥)بما أن   ≥=  تعطى كما يلي: Aفإن المساحة  𝑥من أجل كل قيم  0

A = ∫ 𝑥23

1
𝑑𝑥 =

𝑥3

3
|
3
1

=
27

3
−

1

3
=

26

3
  

𝑓(𝑥)إذا كانت  -2 ≤= المحصورة  Aفإن المساحة  [a , b]في الفترة  𝑥من أجل كل قيم  0

 ومحور السينات تحسف كما يلي: a , bبين منحنى الدالة الواصلة بين النقطتين 

A = |∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥|  

 (:23مثال )

𝑦أوجةةةةةةةةد المسةةةةةةةةاحة المحصةةةةةةةةورة بةةةةةةةةين منحنةةةةةةةةى الدالةةةةةةةةة  = −𝑥2  والمحةةةةةةةةور السةةةةةةةةيني

𝑥والمستقيمين  = 𝑥 و2 = −2. 

 الحل:

𝑓(𝑥)بمةةةةةةةا أن  = −𝑥2 ≤ تعطةةةةةةةى كمةةةةةةةا  Aفةةةةةةةإن المسةةةةةةةاحة  𝑥مةةةةةةةن أجةةةةةةةل كةةةةةةةل قةةةةةةةيم  0

 يلي:

 A = |∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
2

−2
| = |∫ −𝑥22

−2
𝑑𝑥| = |−

𝑥3

3
|

2
−2

| = |−
16

3
| =

16

3
  

𝑓(𝑥)حيث   a<c<bأي أن   bو  aبين النقطتين  cإذا وجد  -3 ≥ في  𝑥من أجل كل قيم  0

𝑓(𝑥)و  [a , c]الفترة  ≤ المحصورة  Aفإن المساحة  [c , b]في الفترة  𝑥من أجل كل قيم  0

 ومحور السينات تحسف كما يلي: a , bبين منحنى الدالة الواصلة بين النقطتين 

A = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + |∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑐
|

𝑐

𝑎
  

𝑓(𝑥)حيث  a<c<bأي أن   bو   aبين النقطتين  cوإذا وجد  -4 ≤ في  𝑥من أجل كل قيم  0

𝑓(𝑥)و  [a , c]الفترة  ≥ المحصورة  Aفإن المساحة  [c , b]في الفترة  𝑥من أجل كل قيم  0

 ومحور السينات تحسف كما يلي: a , bبين منحنى الدالة الواصلة بين النقطتين 

A = |∫ 𝑓(𝑥)
𝑐

𝑎
𝑑𝑥| + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑐
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 (:24مثال )

𝑦أوجةةةةةةةةةد المسةةةةةةةةةاحة المحصةةةةةةةةةورة بةةةةةةةةةين منحنةةةةةةةةةى الدالةةةةةةةةةة  = 𝑥3  والمحةةةةةةةةةور السةةةةةةةةةيني

𝑥والمستقيمين  = 𝑥و2 = −2. 

 الحل:

𝑓(𝑥)بما أن  = 𝑥3 ≥ 𝑓(𝑥)و [2, 0]في الفترة  𝑥من أجل كل قيم  0 = 𝑥3 ≤ من أجل كل  0

 تعطى كما يلي: Aفإن  المساحة  [0 , 2-]في الفترة  𝑥قيم 

A = |∫ 𝑥30

−2
𝑑𝑥| + ∫ 𝑥32

0
𝑑𝑥 = |

𝑥4

4
|

0
−2

| +
𝑥4

4
|
2
0

= |−
16

4
| +

16

4
= 8  

 (:25مثال )

𝑦أوجةةةةةةةةد المسةةةةةةةةاحة المحصةةةةةةةةورة بةةةةةةةةين منحنةةةةةةةةى الدالةةةةةةةةة  = −𝑥3  والمحةةةةةةةةور السةةةةةةةةيني

𝑥والمستقيمين  = 𝑥 و 2 = −3. 

 الحل:

𝑓(𝑥)بما أن  = −𝑥3 ≥ 𝑓(𝑥)و [0 , 3-]في الفترة  𝑥من أجل كل قيم  0 = −𝑥3 ≤ من  0

 يلي:تعطى كما  Aفإن  المساحة  [2 , 0]في الفترة  𝑥أجل كل قيم 

A = ∫ −𝑥30

−3
𝑑𝑥 + |∫ −𝑥32

0
𝑑𝑥| = −

𝑥4

4
|

0
−3

+ |−
𝑥4

4
|
2
0

| =
81

4
+ |−

16

4
|  

     =
97

4
  

 المساحات باستعمال التكامل الثنائي:

 باستعمال التكامل الثنائي. Rيمكن حساف المساحة للمنطقة 

A = ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∬ 𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑅𝑅

  

 (:26) مثال

𝑦أوجد المساحة الواقعة بين المنحنى  = 𝑥3 والمستقيم 𝑦 = 𝑥. 

 الحل:

 :(10.2)كما هو موضح بالشكل  (1-,1-) (،1,1) (،0,0)المعادلتان تتقاطعان عند النقاط التالية 
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 (10.2شكل )

 A(R)  = A (𝑅1)  + A (𝑅2) 

 ولذلك:

A(R) = ∫ ∫ 𝑑𝑦𝑑𝑥 + ∫ ∫ 𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑥

𝑥3

1

0

𝑥3

𝑥

0

−1
A  

A(𝑅1) = ∫ ∫ 𝑑𝑦𝑑𝑥 = ∫ 𝑦
0

−1

𝑥3

𝑥

0

−1
|𝑥

3

𝑥
𝑑𝑥  

                                               = ∫ (𝑥3 − 𝑥)𝑑𝑥
0

−1
  

                                            = (
𝑥4

4
−

𝑥2

2
) |

0
−1

  

                       =
1

4
  

A(𝑅2) = ∫ ∫ 𝑑𝑦𝑑𝑥 
𝑥

𝑥3

1

0
          

       = ∫ 𝑦 |
𝑥

𝑥3 𝑑𝑥      
1

0
  

                                    = ∫ (𝑥 − x3)𝑑𝑥
1

0
            

= (
𝑥2

2
−

𝑥4

4
) |

1
0
 

         =
1

4
         

 إذا:
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A(R) =
1

4
+

1

4
=

1

2
  

 العلاقة بين التكامل الخطي والتكامل الثنائي:

 نظرية جرين:

هي المنطقة  R. لنفرض أن  XYمنحنى مغلق سلسا وبسيطا في المستوى  Cلنفرض أن 

,𝑀ونفرض أن  C المحاطة ف 𝑁  ومشتقاتها الجزئية الأولى متصلة في كل نقطة من بعض ،

 .R و Cالمناطق المفتوحة التي تحتوي على 

 نريد اثبات شكل الدوران الدائري لنظرية جرين.

∮ 𝑀 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑑𝑦 = ∬ (
𝜕𝑁

𝜕𝑥
−

𝜕𝑀

𝜕𝑦
) 𝑑𝑥 𝑑𝑦                            (1)

𝑅𝑐
  

 تتكون من جزئين موجهين: C( 11.2يوضح الشكل )

 

 (11.2شكل )

يمكننا تكامل ،  bو aبين  𝑥لأي 
𝜕𝑀

𝜕𝑌
𝑦 من 𝑦بالنسبة ل   = 𝑓1(𝑥)   إلى𝑦 =

𝑓2(𝑥):والحصول على 

∫
𝜕𝑀

𝜕𝑦
 𝑑𝑦 = 𝑀(𝑥, 𝑦) |

𝑓2(𝑥)

𝑓1(𝑥)
= 𝑀(𝑥, 𝑓2(𝑥)) − 𝑀(𝑥, 𝑓1(𝑥))

𝑓2(𝑥)

𝑓1(𝑥)
  

 :bإلى  a من 𝑥بة إلى سيمكننا بعد ذلك تكامل هذا بالن

∫ ∫
𝜕𝑀

𝜕𝑦
 𝑑𝑦 𝑑𝑥 = ∫ [𝑀(𝑥, 𝑓2(𝑥)) − 𝑀(𝑥, 𝑓1(𝑥))]𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑓2(𝑥)

𝑓1(𝑥)

𝑏

𝑎
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                                                = − ∫ 𝑀(𝑥, 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥 − ∫ 𝑀(𝑥, 𝑓1(𝑥)𝑑𝑥    
𝑏

𝑎

𝑎

𝑏
  

                      = − ∫ 𝑀 𝑑𝑥 − ∫ 𝑀 𝑑𝑥      
𝑐1𝑐2

  

                   = − ∮ 𝑀 𝑑𝑥                          
𝑐

  

 لذلك، بعكس ترتيف المعادلات، يكون لدينا:

∮ 𝑀 𝑑𝑥 = ∬ (−
𝜕𝑀

𝜕𝑦
) 𝑑𝑥 𝑑𝑦                                               (2)

𝑅𝑐
  

نشتق النصف الآخر من خلال دمج ( 1)هي نصف النتيجة التي نحتاجها للمعادلة  (2) المعادلة
𝜕𝑁

𝜕𝑥
 .(12.2)كما هو موضح بالشكل، 𝑦بثم فيما يتعلق  𝑥بكما على النحو الأول فيما يتعلق  

 المتحلل إلى جزئين: (11.2)في الشكل  C المنحنىيوضح هذا 

 

 (12.2)الشكل 

𝐶`1: 𝑥 = 𝑔1(𝑦), 𝑑 ≥ 𝑦 ≥ 𝑐 𝑎𝑛𝑑 𝐶`2: 𝑥 = 𝑔2(𝑦), 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑 

 نحصل على نتيجة التكامل الثنائي:

∮ 𝑁𝑑𝑦 = ∬
𝜕𝑁

𝜕𝑥𝑅
𝑑𝑥 𝑑𝑦                                                (3)

𝑐
  

 وهذا يثبت النظرية. (1)تعطي المعادلة  (3) ،(2)بجمع المعادلتين 

 (:27مثال )

 احسف التكامل الخطي:
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∮ 𝑥𝑦 𝑑𝑦 − 𝑦2𝑑𝑥
𝑐

  

𝑥هو المربع المقطوع من الربع الأول بالخطوط  C حيث = yو 1 = 1. 

 الحل:

𝑀    . جرينبتطبيق نظرية  = −𝑦2  ,   𝑁 = 𝑥𝑦                     

∮ 𝑀 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑑𝑦 = ∬ (
𝜕𝑁

𝜕𝑥
−

𝜕𝑀

𝜕𝑦
) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑅𝑐
  

∮ −𝑦2𝑑𝑥 + 𝑥𝑦 𝑑𝑦 = ∬ (𝑦 − (−2𝑦))𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫ ∫ 3𝑦𝑑𝑥 𝑑𝑦
1

0

1

0𝑅𝑐
  

                                   = ∫ (3𝑥𝑦) |
1
0

 𝑑𝑦 =
1

0 ∫ 3𝑦 𝑑𝑦 =
1

0

3

2
𝑦2 |

1
0

=
3

2
  

 (:28مثال )

 أوجد:

∮ 2𝑦3𝑑𝑥 + (𝑥4 + 6𝑦2𝑥)𝑑𝑦
𝑐

 .(13.2)كما في الشكل  Cحيث  

 

 (13.2شكل )

 الحل:

∮ 𝑀 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑑𝑦 = ∬ (
𝜕𝑁

𝜕𝑥
−

𝜕𝑀

𝜕𝑦
) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑅𝑐
  

M = 2𝑦3    ,    N = 𝑥4 + 6𝑦2𝑥 

𝜕N

𝜕𝑥
= 4𝑥3 + 6𝑦2     ,    

∂M

𝜕𝑦
= 6𝑦2  
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∮ 2𝑦3𝑑𝑥 + (𝑥4 + 6𝑦2𝑥)𝑑𝑦
c

  

     = ∫ ∫ (4𝑥3 + 6𝑦2 − 6𝑦2) 𝑑𝑦 𝑑𝑥
(1−𝑥4)

1
4

0

1

0
  

= ∫ ∫ 4𝑥3 𝑑𝑦 𝑑𝑥                         
(1−𝑥4)

1
4

0

1

0
     

   = ∫ 4𝑥3𝑦 |
(1 − 𝑥4)

1

4

0

  𝑑𝑥                         
1

0
  

= ∫ [4𝑥3(1 − 𝑥4)
1

4 − 0] 𝑑𝑥                 
1

0
  

= ∫ 4𝑥3(1 − 𝑥4)
1

4 𝑑𝑥                          
1

0
  

   = −
(1−𝑥4)

5
4

5

4

|
1
0

                                              

= −
4

5
(1 − 𝑥4)

5

4 |
1
0

                                      

= −
4

5
[(1 − 1)

5

4 − (1 − 0)
5

4]                       

= −
4

5
(0 − 1)                                             

=
4

5
                                                               

 (:29مثال )

 الخطي.استخدم نظرية جرين لإيجاد قيمة التكامل 

∮ 5𝑥𝑦2 𝑑𝑥 + 𝑥2𝑦 𝑑𝑦  

𝑦 المنحنى المغلق الذي يتكون من رسم المعادلتين Cحيث أن  = 𝑥 , 𝑦 = 𝑥2 
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 (14.2شكل ) 

 الحل:

∮ 5𝑥𝑦2𝑑𝑥 + 𝑥3𝑦 𝑑𝑦        ,          𝑀 = 5𝑥𝑦2     ,      𝑁 = 𝑥3𝑦
𝑐

  

𝜕𝑁

𝜕𝑥
= 3𝑥2𝑦   ,   

𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 10𝑥𝑦  

 الآن نقوم بتطبيق النظرية:

∮ 5𝑥𝑦2 𝑑𝑥 + 𝑥3𝑦 𝑑𝑦 = ∬ (3𝑥2 𝑦 − 10𝑥𝑦)𝑑𝐴
𝑅𝑐

  

                                                        = ∫ ∫ (3𝑥2 − 10𝑥𝑦) 𝑑𝑦 𝑑𝑥      
𝑥

𝑥2

1

0
  

                                                    = ∫ (3𝑥2 − 10𝑥)
𝑦2

2
|

𝑥
𝑥2 𝑑𝑥     

1

0
  

                                                            =
1

2
∫ (3𝑥2 − 10𝑥)(𝑥2 − 𝑥4)𝑑𝑥    

1

0
  

 وبعد فك القوسين نجد أن:

                                         =
1

2
∫ (3𝑥4 − 3𝑥6 − 10𝑥3 + 10𝑥5)𝑑𝑥                   

1

0
  

                                          =
1

2
[

3

5
𝑥5 −

3

7
𝑥7 −

10

4
𝑥4 +

10

6
𝑥6] |

1
0

                            

                                         =
1

2
[(

3

5
(1)5 −

3

7
(1)7 −

10

4
(1)4 +

10

6
(1)6) − 0]      

              =
1

2
[−

139

210
]                                                                        

           = −
139

420
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 (:30مثال )

 تحقق من نظرية جرين فالمستوى المقابل.

∮ (2𝑥𝑦 − 𝑥2)𝑑𝑥 + (𝑥 + 𝑦2)𝑑𝑦
𝑐

  

C  هو المنحنى المغلق للمنطقة التي تحددهاy = 𝑥2  و𝑦2 = 𝑥 .   

 الحل:

لابد من حساف كل من التكامل الخطي على  هالإشارة إلى أن المطلوف يعني أنبدايةً نود    

المسار وكذلك التكامل الثنائي على المنطقة داخل نفس المسار ونتأكد من أن النتائج في الحالتين 

متساوي وهذا هو المقصود بالتحقق من نظرية جرين. وفي البداية نرسم منطقة التكامل حتى 

 ثنائي.كلا من التكامل الخطي والتكامل اليتسنى لنا حساف 

 

 (15.2الشكل )

والآن وكما هو موضح من الشكل أن التكامل الخطي سوف يتم حسابه على مسارين متتاليين في 

 عكس عقارف الساعة على النحو التالي:

I1 = ∫  𝑐1  ∶   𝑦 = 𝑥2                     (1)
𝑐1

  

I2 = ∫  𝑐2  ∶   𝑥 = 𝑦2                    (2)
𝑐2

  

 بإجراء التكامل على المسار الأول: 

𝑐1  ∶   𝑦 = 𝑥2 

𝑑𝑦 = 2𝑥 𝑑𝑥   

I1 = ∫ (2𝑥3 − 𝑥2)𝑑𝑥 + (𝑥 + 𝑥4)2𝑥 𝑑𝑥 =
7

6

1

0
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 بإجراء التكامل على المسار الثاني:

𝑐2  ∶   𝑥 = 𝑦2 

𝑑𝑥 = 2𝑦 𝑑𝑦   

I2 = ∫ (2𝑦3 − 𝑦4)2𝑦 𝑑𝑦 + (𝑦2 + 𝑦2)𝑑𝑦 = −
17

15

0

1
  

∴ ∮ =
1

30
                    (3)

𝑐
  

والآن بعد حساف التكامل المعطى على أنه خطي نحسف التكامل على المنطقة المحصورة بين 

 كالآتي:  𝑀 و𝑁اللذان يمثلان المسار ولعمل هذا نبدأ بكتابة الدوال المنحنيين 

M(𝑥, 𝑦)2𝑥𝑦 − 𝑥2     ,     𝑁(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦2 

 كذلك الدوال الآتية:

𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 2𝑥     ,     

𝜕𝑁

𝜕𝑥
= 1  

 إذا:

𝜕𝑁

𝜕𝑥
−

𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 1 − 2𝑥  

والآن بعد تجهيز الدالة التي سوف تستخدم في التكامل الثنائي على المنطقة المشار إليها سابقا 

فسوف نقوم بحساف التكامل في الاتجاه الأفقي أولا ثم في الاتجاه الرأسي وبذلك التكامل الثنائي 

 على المنطقة يأخذ الشكل التالي:

I = ∫ ∫ (1 − 2𝑥)𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫ (𝑥 − 𝑥2) |
√𝑦

𝑦2
 𝑑𝑦                                            

1

0
√𝑦

𝑦2

1

0
  

                                  = ∫ [(√𝑦
1

0
− 𝑦) − (𝑦2 − 𝑦4)]𝑑𝑦                           

  = ∫ [√𝑦
1

0
− 𝑦 − 𝑦2 + 𝑦4]𝑑𝑦 =

1

30
      (4)             

 محققة على التكامل المعطى.أن نظرية جرين  (4) و (3)المعادلتين واضح من 

 مقترحات التوصيات والنتائج وال

 نتائج البحث:أولا :

للإجابة عن السؤال الأول قامت الباحثتان بالتعرف على التكامل الخطي وتعريفه والتكامل 

عن المراجع والدراسات السابقة المتعلقة بموضوع  وذلك عن طريق البحثالثنائي وتعريفه 

 البحث، وتتمثل النتائج فيما يلي:
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 .ى التكامل الخطي وخواصه وطرق حلهتعرفنا عل -1

 تعرفنا على أنواع التكامل وبعض من طرق حلها. -2

 تعرفنا على التكامل الثنائي وخواصه وطرق حله. -3

تستخدم في حالة الدوال المعرفة في  ةالثنائيت والتكاملا ةالخطيتعرفنا على أن التكاملات  -4

 متغيرين.

 .نص نظرية جرين وتطبيق أمثلة عليها تعرفنا على -5

العلاقة الوطيدة بين التكامل على منحنى مغلق وبين المساحة المحصورة داخل توصلنا الي  -6

بنظرية جرين بحيث تحول التكامل على منحنى مغلق إلى تكامل ثنائي فعرفت هذا المنحنى 

 ساحة المحصورة داخل هذا المنحنى المغلق.على الم

 التوصيات: ثانيا :

 في ضوء النتائج التي تم التوصل إليها توصي الباحثتان بالآتي:

 عن التكاملات في الرياضيات.توفير مراجع عربية وأجنبية  -1

 التوسع بدراسة التكاملات وأهميتها في الرياضيات. -2

المعلومات والمراجع  والطلاف على أحدثاطلاع الباحثين عقد دورات وورش عمل بهدف  -3

  .في موضوع التكاملات التي تم التوصل إليها

 المقترحات:ثالثا : 

 العلاقات بين التكاملات المختلفة. إجراء دراسة تبين نوع -1

 إجراء دراسة مقارنة بين التكامل الخطي والتكامل الثنائي. -2

 المراجع

 أولا: المراجع العربية:

، دار الكتاف التفاضل والتكامل الجزء الأول(: 1991)رمضان جهيمة وأحمد هف الريح   -1

 الجديدة المتحدة، ليبيا.

، دار الكتاف التفاضل والتكامل الجزء الثاني(: 1999رمضان جهيمة وأحمد هف الريح )  -2

 الجديدة المتحدة، ليبيا.

الثاني "  الهندسية الجزءالموسوعة التعليمية في الرياضيات : (2012) سعيد أحمد  -3

 ، دار الكتاف الجامعي العين، الإمارات." التكامل

 ، دار الحكمة، ليبيا.مسائل محلولة في التكامل(: 2016أحمد رحيل )  -4

الدار الدولية  ،)حساب التفاضل والتكامل )سلسلة ملخصات إيزي شوم مندلسون وآخرون: -5

 قافية، مصر.للاستثمارات الث
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 :الأجنبيةثانيا: المراجع 

6- George B. Thomas, Jr(2014): THOMAS,CALCULUS, the United 

States of America, Library of Congress Cataloguing-in- publication 

Data. 
 

 

 

 

 

 

 


